
Cours7: Exponenhalle dime matrice
Etant donceme malice Be Dr, considerous
la somme (parhelle ( u

Sm =Z, meNo.
Clairment, Sm-("* pour bout meNo.
De plus, on a

ISu) =" elkmeN..
k =P

Ainsi, la serie a converge
normalement.



Definition 7.1:On appelle exponentielle de la
matrice Be D** la matrice e definite par

(7.1) e=exp(B) = =.
k =0

On didnt immedialment des considerations ci-dessus

que
17.2) le1= el'

Lemme 7.1:Soil AsD**et 41(t):=e4, tERR.
Acors 41- CIR, C") et on a



17.3) 9= et*
=Act*, t- IR.

Preaue: (a) Soit ICR un intervalle compact of
1 =max[ 1H; t->13. Alors, pour bout toIs

!" IHAl"
=
SHAl

k! k!

Prisque Z. St=elta, on diduit par
la theorie des series entires que I

4=0

converge normalement uniformement vers etsur I.

Ansi, la smile de fonchous



Su/=
n =0

converge uniformement was 41sar I. Comme

the Suit est continue pour bout me No, on
couclut que 41 est continue sur I. Comme

Iest arbitraire, on a monhi 4, CPR, K*M).
(b) Pour bout meNo, Sm est derivable sur IR
aves

Su'it= I=EAA=A Smal.
Aisi, la smile (Sm') converge uniformement sur



I was la fouchon the Aett. De plus,
pour

bout t, to e I, t

SmH-Smo)=S Sw'sds.
In passant ala limite m - so it enabilisant

la convergence uniforms, it vient

91(t) =41(t) +SA4(sIds.
On conclut que 4,est divivable sur Iet

Verifie (7.3) (carICIR est qc9). Le fait que
4= CPCIR, D**) dicoute de (7.3) par recurrence;



Corollaire 7.1: Soil A-R**et XIt) la
malice principate ent= to de

(H - c) X=AX.

Alors X(t) =elt-tolA
,
t-IR.

It -tol A
Preune: Soit Y(=e, tERR. Posant

S: t-to, Le Lemme 7.1 donne

v =4 =te=Ae =

Aet1_AY.

De plus, Y salisfait YHo)= 1. Par unisitede
la matrice principale, on conclut que Y =X.

I



On didn't du corollaire 7.1 que
la solution

generale de (H-c) est donnie par X(H =ettc,
on eIR" est un rectus constant. Malheurensement

celte solution est done donnie sons (a forme dine
serie entire, ce qui permet difficilement d'etudder
les propriates de la solution, par exemple son com-
portment asympholique, Corsquet-> ICs.
Nous allows maintenant voir comment simplifier
recriture de la solution, alon la structure de A.

Commendous par quelques proprites generales des
exponenhelles de matrice.



Proposition 7.1: So it Be C**.

(a) Si CE C" et BC =CB, alors

Be= eet et =e'=e'e.

(b) dete = 0 et (e9)"=es.

C) Si B e 1R**, alors dete> 0.

(d) Si T =K4 est inversible, alors
TBT

TeT =e
/

1) Si B =18's), alors e=1." ez).



(f)

SiB =('s:), alas etest(t:"
Preve:

(a) Be=Br. =Am I= hme
- =e

Soit XIt) =exp (t(B+C)), Y(t =exp(t) exp(tC).
On a:



· X'(t) =(B +c) X(t), X(0) =1

· Y'(t) =lety' et+et (et'-
-
Betet etcet

=(B +c) etBet =(B+()Y(t),Y(0) =I.
Par uncitepour lepb. de Cauchy, on conclul
que XI

=Y(t) FEE RR. In particulier,
XI1) =Y (1), i.e. et=eBe?

(b) I =exp(0) =exp(B- B) =exp(B)exp(-B),
donexp(B)

-

=exp(- B).



(c) Si Best rielle, alors detexp(tB)tIR FteR.
On a en particulier detexp (0) =1 > 0. Comme

det exp(t) =0, il deconte du teorime de la
value intermedian que detexp (tB)>0 Vt- R.
En particulier det exp(B) > 0.
(d) - (1) se provent par calculs directs.

If) On Zait

B =1I +H,H =(89).
Aisi,

et B =ft(31
+H)

=

e+3
+H

=

eIe=et ett.



Maintenant,

HH)=

(ootbi (oot.?.I(ro.itini
O

ItH)**= S
On concat que

tH est une matrice nilpolente
of

que

= ! Fmzn-1.

Finalement,



:eth =hmo.. #!=( I #

Calcul de et:On commence parks as
particuliers suivants.

1. Matrice diagonale:Si A =("ac...), alors
Al =(8=ai) kke NN. => ett_(e...can).
2. Matrice en form canonique de Jordan:

Une manice - D"*" est dile en forme



canonique de Jordan si elle scrit

3 =(... ..),
on us matrices (n (k =0,1,...,1) appelies blocs

de Jordan, sont des marries carries de la forme

Jo =(-s-...8_) agonal";Zn=":"jin)k=1,...,1.
Ici, J., ..., du sont values propres de 3.

Pourk=1, ..., , brn est valeur propre de It et de B.



Grace a la proposition 7.1

et =(), etc -et(ii), k...
Exemple 7.1: Considerous liquation

8 O

I! I I17.4) x
=Ax, area A 10.

000-1

La matrice principale in to =0 est

2
3t test O O

-A ⑧ 23t
e =

⑧S
⑧ · ert), teR



La solution generate est
ciest+c2 tet

x 1 =(e+ Let I , , ,, (ne
l.

It

Le cas giviral dicoule du Miorine d'algibre
linaire suivant.

Theorize 7.1: Touk malice At (" est semb-
lable ame malice on forms canonique de
Jordan, i.e. in exile to(4 inversible tog.
3 =4AT est en forms canonique de Jordan.



Deplus, I est unique, alordre des blocspris.

Inappliquant heterrinetin Pet
aer

+ 1 =et(+ 3T
-

)
=

e(T + 3
+

-)
=TetT-1,

onet se calcule comme an as 2 ci-dessus.

Neanmoins, dans la pratique, it pent the

fastidientde calculer (a malice T. Pour
risoude (H-c), on pent convent sin sorti
saws le calcal explicite de etc. En effect, on
a le corollaire (non-trivial) suivant.



Corollaire 7. 2:Soit Jn(k =1, ..., r) les values

propus simples de A et Jrtk (k=1, ...,1) is valuers

propies de multiplicits correspondantes in? ((k=1,..., 11,
arec i+ r,+...+5 =

k. Alors tout solution de

(H-c) a la forme L
Artit

X=Ecret, Pattle
k =1

on(re("(k=1, ..., w) sout des veckurs constants
et Px() (K=1, ..., () sont des fonctions polynomials
det, de degree respects - ris-1, avaleurs dans K".

Rem: Si AeRREIR", ch, Pu peuvent etre choisis reels
Cf. Exemple 6.3(a)).



Exemple 7.2:Considious le systime
x=3x, + 2X2

E x =3x - Xs i.e.

X =

X s

Ix =Ax, are A =8i -).
Cherchous les values

propos
de A:

det (A- 31) =0 E) 18sis) =0

E)(3 - 1)(1- 3) =0

↳ 1= 1, 62 =3.



Cherchons is espaces propres associes:
3x +2y

=X

· (85 -i)(i)= (E) is E 3y - z
=

y
z =E

ESE doite de rest directeur ()
associea1, =1

3x +2y =3x
·(-)(2) =3(2) E 3y - z =3y

z =37

E) y
=z =0 droite de rect directeur (i)

associzea1c =3

(On roit ici que la multiplicitegeometrique de
be n'est pas egale asa multiplicitealgebrique.)



On a done les den solutions (in.Indip.
x,(H) =et(i),x() =e(!), te IR.

Un la structure de l'exponentielle d'un bloc de
Jordan (don't (a laille correspond ala multiplicite
algebrique de la value

propre correspondante), on
sait qu'une anhe solution (in indip. Xa(t) aura
la forme

X(t) = est(i
arec plt) an polynome de degree maximum 1, a
sawir la multiplicitealgebrique de dc-1.

On cherche done des constants ai,bi (i = 1,23)



E.g. Xil=eit and II
so it solution. On a

latt" -est(a)=eitt"IX,(t) =3est
ast +b3 I 30ct+ (99 +3by)

et x=Axs donne

3a,t +(a, +3b.) 3 2 0 act +b,

I 3a2t +(ac +3b1) I - (i)(a-z +b. I
3ast+(an+3by) 0 ast +ba

3a,t + (a, +3bi) =3(a,t +bi) +2(art +b2)
L E 3act +(a2+3b2) =3(art +b2) -(ast+ba)34,t +(an+ 3bz) =ant +bs



()

92 =0, a, - 2bz =0

E an = 0, 92 + by =0

an
=

0, an+2b=0

E
az =a3 =bz =0

[S /

a=2b2
-

Une solution (non-triviale) est donnie par

a
= 2, bc =1, lous les anties coeff. =0

↳ xlt) =et(25).
CHECK:'A =et(), AXH =ei)(t=et(r


